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ایران کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله پاس های

امتیاز ١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده! درخت

ن مم حالت تنها م گیریم. نظر در را n = ۴ و n = ٣ استقرا پایه ی برای م کنیم. ثابت را م ح n روی قوی استقرا ی به

دهد: انجام (٢) ل ش مانند را کارش م تواند حسام که است (١) ل ش ،n = ٣ برای

.. ١−.١

(٢) ل ش

.

(١) ل ش

دهد: انجام (۴) ل ش مانند را کارش م تواند حسام که است (٣) ل ش n = ۴ برای نیز ن مم حالت تنها

.. ١−.١ .

٠

(۴) ل ش

.

(٣) ل ش

نظر در رأس n درخت ی است. برقرار نیز n ازای به م ح م کنیم ثابت باشد. برقرار < n ازای به م ح کنید فرض

داریم: حالت چند کنید. ریشه دار را آن و یرید ب

−١ ری دی روی و ١ عدد برگ دو آن از ی روی صورت این در باشیم؛ داشته مشترک پدر با سفید برگ دو •

م شود. انجام حسام کار و برقرار شرایط تمام م گذاریم. ٠ را سفید رأس های بقیه ی عدد و م نویسیم

داریم: حالت دو م نامیم. u را آن و م گیریم نظر در را برگ پایین ترین ندهد، رخ بالا حالت که صورت در •

درخت از (u جمله (از فرزندان ش تمام همراه به را v باشد. u رأس پدر v کنید فرض باشد. سیاه برگ این –

درخت در هم چنین است. بیش تر سفید رأس های تعداد هم چنان باق مانده درخت در م کنیم. حذف

باید سفید رأس دو کم دست بنابراین و است سیاه رأس v پدر زیرا دارد؛ وجود رأس سه حداقل باق مانده

فرض طبق م توانیم و است معتبر درخت ی باق مانده درخت پس باشند. موجود باق مانده درخت در

حسام کار و برقرار شرایط تمام م گذاریم. صفر را v عدد حال کنیم. عددگذاری معتبر طور به را آن استقرا

م شود. انجام

ندارد. ری دی فرزند v باشد. v مانند سیاه رأس ی u پدر کنید فرض صورت این در باشد. سفید برگ این –

م توان استقرا فرض طبق و م آید دست به معتبر رأس n−٢ درخت ی م کنیم. حذف درخت از را u,v
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ایران کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله پاس های

x برابر است)، سفید رأس (که v رأس پدر عدد کنید فرض حال کرد. عددگذاری معتبر صورت به را آن

م شود. انجام حسام کار و برقرار شرایط تمام م گذاریم. −x برابر را u رأس عدد باشد.

امتیاز ٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وک! مش دست کش های

است. n+١ برابر پاس م کنیم ثابت

پیام کنید فرض م کنیم. استفاده خلف برهان از ندارد. پرسش n+١ از کم تر با تضمین روش پیام م کنیم ثابت ابتدا

شده نخست پرسش درست پاس با برابر آخر پرسش برای حسام پاس اگر است. رسیده خود هدف به پرسش m ≤ n با

هر م تواند k مقدار باشد، m ̸= ١ اگر و ١,٢ اعداد از ی هر م تواند k مقدار باشد، m = ١ اگر صورت این در باشد،

تناقض که دهد تشخیص را k تا ی طور به نم تواند پیام پس باشد. ر) دی اعدادی حتّ (و m−١ یا m اعداد از ی

■ م شود. اثبات م ح و است

دست کش رنگ خود نخست پرسش در پیام برسد. خود هدف به پرسش n+١ حداکثر با م تواند پیام م کنیم ثابت حال

پرسش n+١ این از پس م کنیم ادعا م پرسد. را او چپ دست دست کش رنگ پرسش ها بقیه ی در و حمید راست دست

مثل عدد دو کم دست یعن نباشد؛ طور این کنید فرض م کنیم. استفاده خلف برهان از م شود. تعیین تا ی طور به k

از باشد. p > q کنید فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون باشد. آن ها با برابر م تواند k مقدار که دارند وجود p,q

باید q+٢,q+٣, . . . ,n+١ پرسش های پاس و آبی باید q+١ پرسش پاس پس است، k برای نامزدی q که آن جایی

پس است؛ k برای نامزدی نیز p طرف از .p+١ ≥ q+٢ زیرا است؛ قرمز نیز p+١ پرسش پاس بنابراین باشد؛ قرمز

■ م شود. ثابت م ح و است تناقض ی این باشد. آبی باید p+١ پرسش پاس

امتیاز ٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وک! مش پارکینگ های

هر در کارمندها از ی هر نخست روز n در باشد، ٢q صورت به n اگر م کنیم ثابت n روی ضعیف استقرای به ابتدا

است. واض م ح که م گیریم نظر در را n = ١ استقرا پایه ی برای م کنند. پارک بار ی دقیقن جای گاه ها از ی

است. درست نیز n = ٢k+١ برای م ح م کنیم ثابت باشد. درست n = ٢k برای م ح کنید فرض

به و قدیم کارمند های ١,٢, . . . ,٢k کارمند های به است. n = ٢k+١ که باشد کارمند n دارای شرکت کنید فرض

نخست، روز ٢k در م کنیم. تعریف را جدید و قدیم جای گاه های ترتیب همین به م گوییم. جدید کارمندهای ران، دی

نکرده پارک آن در تاکنون که دارد وجود قدیم جای گاه ی کم دست کردن، پارک هنگام در قدیم کارمند هر ازای به

باید جدید کارمندهای نتیجه در و م کنند پارک قدیم جای گاه های در قدیم کارمندهای نخست روز ٢k در پس است؛

هر در بار ی دقیقن قدیم کارمند هر نخست روز ٢k در استقرا فرض طبق بنابراین کنند. پارک جدید جای گاه های در

روز ٢k در م گیرد. قرار جدید جای گاه های از ی هر در بار ی دقیقن جدید کارمند هر و قدیم جای گاه های از ی

پارک آن در تاکنون که دارد وجود جدید جای گاه ی کم دست کردن، پارک هنگام در قدیم کارمند هر ازای به ر، دی
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ایران کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله پاس های

دوم روز ٢k در پس است؛ کرده پارک بار ی دقیقن قدیم جای گاه های از ی هر در قبلن طرف از و است نکرده

فرض طبق بنابراین م کنند. پارک قدیم جای گاه های در جدید کارمندهای و جدید جای گاه های در قدیم کارمندهای

قدیم جای گاه هر در جدید کارمند هر و بار ی دقیقن جدید جای گاه هر در قدیم کارمند هر دوم روز ٢k در استقرا

ی دقیقن جای گاه ها از ی هر در کارمندان از ی هر نخست روز n در ترتیب این به م کند. پارک بار ی دقیقن

■ م شود. ثابت استقرا م ح و م کنند پارک بار

و نخودی را n شماره کارمند باشد. ٢q +١ صورت به n م کنیم فرض و م گیریم نظر در را مسئله اصل م ح حال

روزهای در م کنیم ثابت ١ ≤ k ≤ n که k روی قوی استقرای به م نامیم. عادی را کارمندها بقیه ی

(n−١)(k−١)+١,(n−١)(k−١)+٢, . . . ,(n−١)k

جای گاه جز به جای گاه ها از ی هر در عادی کارمندهای از ی هر و م کند پارک n−k+١ جای گاه در نخودی کارمند

م کنند. پارک بار ی دقیقن n− k+١

دست عادی کارمندهای از ی هر ازای به ١,٢, . . . ,n−١ روزهای در یرید. ب نظر در را k = ١ استقرا پایه ی برای

نخست روز n−١ در بنابراین است. نکرده پارک آن در تاکنون که دارد وجود ١,٢, . . . ,n−١ جای گاه های از ی کم

اثبات م ح به توجه با م کنند. پارک ١,٢, . . . ,n−١ جای گاه های در عادی وکارمندهای n جای گاه در نخودی کارمند

١,٢, . . . ,n−١ جای گاه های از ی هر در بار ی دقیقن ١,٢, . . . ,n−١ کارمندهای از ی هر نوشته ابتدای در شده

م شود. ثابت استقرا پایه ی و م کنند پارک

روزهای است. برقرار نیز k برای م ح م کنیم ثابت باشد. برقرار < k برای م ح کنید فرض حال

(n−١)(k−١)+١,(n−١)(k−١)+٢, . . . ,(n−١)k

k−١ دقیقن عادی کارمندهای از ی هر استقرا فرض طبق طلایی روزهای شروع از قبل تا م نامیم. طلایی روزهای را

n−k+٢,n−k+٣, . . . ,n جای گاه های از ی هر در بار k−٢ دقیقن و ١,٢, . . . ,n−k جای گاه های از ی هر در بار

جای گاه کردن، پارک هنگام در عادی کارمندهای از ی هر ازای به طلایی، روزهای از ی هر در کرده اند. پارک

پارک هنگام در جای گاه چنین و است نکرده پارک آن در طلایی روز هیچ در که دارد وجود n−k+١ جای گاه جز به

کارمندهای و n− k+١ جای گاه در نخودی کارمند طلایی روزهای در پس دارد؛ اولویت n− k+١ جای گاه به کردن

م کنند. پارک ر دی جای گاه های در عادی

شرکت طلایی روزهای شروع در که یرید ب نظر در ١,٢, . . . ,n−١ شماره های با جای گاه n−١ با مشابه شرکت حال

جای گاه های اولویت ما، شرکت کارمندان برای م کنیم ادعا م شود. تأسیس ما،

n− k+٢,n− k+٣, . . . ,n,١,٢, . . . ,n− k
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ایران کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله پاس های

جای گاه های اولویت برابر ترتیب به

١,٢, . . . ,n−١

داریم: حالت سه یرید. ب نظر در ما شرکت در i, j شماره های با جای گاه دو است. تأسیس تازه  شرکت کارمندان برای

جای گاه با اولویت باشیم، کرده پارک بیش تر i جای گاه در تاکنون اگر صورت این در باشد. ١ ≤ i < j ≤ n−k •

متناظر جای گاه های اولویت های نیز تأسیس تازه شرکت در است. i جای گاه با اولویت صورت این غیر در و j

است. صورت همین به (k−١+ i,k−١+ j)

با اولویت باشیم، کرده پارک بیش تر i جای گاه در تاکنون اگر صورت این در باشد. n− k+٢ ≤ i < j ≤ n •

جای گاه های اولویت های نیز تأسیس تازه شرکت در است. i جای گاه با اولویت صورت این غیر در و j جای گاه

است. صورت همین به
(
i− (n− k+١), j− (n− k+١)

)
متناظر

با اولویت باشیم کرده پارک بیش تر i جای گاه در تاکنون اگر صورت این در باشد. ١ ≤ i ≤ n− k < j ≤ n •

متناظر جای گاه های اولویت نیز تأسیس تازه شرکت در است. i جای گاه با اولویت صورت این غیر در j جای گاه

است. صورت همین به
(
k−١+ i, j− (n+ k−١)

)
در تازه تأسیس شرکت کارمندهای مانند به طلایی روزهای در ما کارمندان و م شود ثابت ما ادعای ترتیب این به

به جای گاه ها از ی هر در کارمند هر نوشته ابتدای در شده ثابت م ح طبق که م کنند پارک متناظر جای گاه های

■ م شود. ثابت استقرا م ح و م کند پارک بار ی دقیقن n− k+١ جای گاه جز

نخست روز جز به منظّم روز ‐ است روز n−١ شامل دور هر که ‐ نخست دور n در بالا اثبات شده ی روند به توجه با

منظّم روزی بعدی روز و است کرده پارک بار n−١ دقیقن جای گاه هر در کس هر دوره n این از پس اما نم دهد؛ رخ

م شود. ثابت م ح و بود خواهد

امتیاز ٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ! قهرمان بازی

است. n
٢ +١ زوج n برای و ⌊ n

٢⌋ فرد n برای پاس م کنیم ثابت

رأس ی آبی درجه ی ترتیب همین به م کنیم. تعریف آن به متصل قرمز یال های تعداد را رأس ی قرمز درجه ی

م شود. تعریف

داشت. خواهیم آبی یال شده گفته مقدار به حداقل کند تضمین که م دهیم ارائه عل رضا رنگ آمیزی برای روش ابتدا

جفت هر رأس دو بین یال او م کند. افراز جفت ها به را رأس ها بقیه ی و نم گیرد نظر در را رأس ی عل رضا فرد n برای

آبی درجه ی زوجیت تعویض، اعمال ط و است فرد رأس هر آبی درجه ی ابتدا در م گذارد. قرمز را یال ها بقیه ی و آبی را

کم دست و بود خواهد فرد رأس ها تمام آبی درجه ی انتها در کند، بازی که طوری هر فرهاد پس نم کند؛ تغییری رأس ها
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ایران کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله پاس های

داشت. خواهیم آبی یال ⌊ n
٢⌋

جفت هایی به را رأس ها بقیه ی هم چنین او م گذارد. آبی را ٢,٣,۴ رئوس به ١ شماره ی رأس یال عل رضا زوج n برای

علاوه تعویض، اعمال ط م گذارد. قرمز را یال ها بقیه ی انتها در و م کند آبی را جفت هر رأس دو بین یال و کرده افراز

انتها در کند بازی طوری هر فرهاد بنابراین م ماند. ثابت نیز آبی یال های تعداد زوجیت رئوس، آبی درجه ی زوجیت بر

تعداد زوجیت صورت این در زیرا شود؛ ١ برابر رئوس تمام درجه ی ندارد ان ام و بود خواهد فرد رئوس تمام درجه ی

■ داشت. خواهیم آبی یال n
٢ +١ کم دست انتها در پس است. تناقض که است کرده تغییر آبی یال های

که طوری دهد؛ انجام تعویض عمل تعدادی م تواند فرهاد ،C مانند زوج طول به دور هر ازای به م کنیم ثابت اکنون

(C دور (طول k روی ضعیف استقرای به را م ح نکند. تغییر ری دی یال هیچ رنگ اما کند؛ تغییر C یال های رنگ

م کنیم. ثابت

ر دی رئوس تمام از گذرنده مسیری باشد. C = v١v٢v٣v۴v١ کنید فرض یرید. ب نظر در را k = ۴ استقرا پایه ی برای

روی تعویض عمل ر دی بار و v۴Pv١v٣v٢v۴ دور روی تعویض عمل با بار ی م تواند فرهاد یرید. ب نظر در P مانند

ترتیب این به نکند. تغییر ری دی یال هیچ رنگ اما کند؛ تغییر C یال های رنگ که کند کاری v۴Pv١v٢v٣v۴ دور

م شود. ثابت استقرا پایه ی

را C = v١v٢ . . .vk+٢ دور است. برقرار نیز k+٢ برای م ح م کنیم ثابت باشد. برقرار k برای م ح کنید فرض حال

دهد. تغییر استقرا پایه ی طبق یال ها بقیه ی از مستقل را v١v٢v٣v۴v١ دور یال های رنگ م تواند فرهاد یرید. ب نظر در

با دهد. تغییر یال ها بقیه ی از مستقل را v٣v۴v۵ . . .vk+٢v٣ دور یال های رنگ م تواند استقرا فرض طبق او هم چنین

■ م شود. ثابت استقرا م ح و م کند تغییر یال ها بقیه ی از مستقل C دور یال های رنگ تغییر، دو این

تغییر یال ها بقیه ی از مستقل را ٣ طول به دور ی یال های رنگ م تواند فرهاد م کنیم ثابت باشد. فرد n کنید فرض حال

م تواند فرهاد باشد. رئوس بقیه ی از گذرنده مسیری P و باشد ٣ طول به دور ی C = v١v٢v٣v١ کنید فرض دهد.

■ برسد. خود هدف به v١Pv٢v١ زوج طول به دور تغییر با سپس و v١Pv٢v٣v١ همیلتون دور رنگ تغییر با بار ی

میزان به حداکثر آبی یال های تعداد که کند بازی طوری اولیه رنگ آمیزی هر ازای به م تواند فرهاد م کنیم ثابت حال

باشد. شده گفته

دو کم دست شامل v یرد. ب نظر در ١ از بیش تر آبی درجه ی با v رأس ی لحظه هر در م تواند فرهاد باشد، فرد n اگر

م تواند v,a,b رئوس شامل ٣ طول به دور رنگ تغییر با فرهاد هستند. وصل v به آبی یال با که است a,b مانند هم سایه

حداکثر رأس هر آبی درجه ی که م رسیم وضعیت به بالأخره و است پایان پذیر روند این کند. کم را آبی یال های تعداد

داشت. خواهیم آبی یال ⌊ n
٢⌋ حداکثر شرایط چنین در و است ١

کند: کم را آبی یال های تعداد م تواند زیر، حالت چهار از ی هر در فرهاد باشد، زوج n اگر
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ایران کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله پاس های

شامل ۴ طول به دوری یال های رنگ تغییر با فرهاد صورت این در باشیم. داشته سه کم دست طول به آبی مسیری •

م کند. کم را آبی یال های تعداد مسیر، این

با که است a,b,c,d مانند هم سایه  چهار کم دست شامل v باشیم. داشته ٣ از بیش تر آبی درجه ی با v مانند رأس •

شود کم آبی یال های تعداد اگر م دهد. تغییر را vbcav دور یال های رنگ فرهاد ابتدا هستند. وصل v به آبی یال

یال سه مسیر یال های و است نکرده تغییری آبی یال های تعداد صورت این غیر در رسیده ایم؛ خود هدف به که

کرد. کم را آبی یال های تعداد م توان قبل حالت طبق که م شود آبی bavd

از آبی یال های تعداد نداشتیم، ری دی آبی یال اگر صورت این در باشیم. داشته abca مانند ٣ طول به آبی دوری •

در uv مانند ر دی آبی یال ی صورت این غیر در است؛ شده اثبات مسئله م ح و نیست بیش تر شود گفته مقدار

کم را آبی یال های تعداد م توان و م آید پیش م ی حالت باشد، داشته دور با مشترک رأس uv اگر یرید. ب نظر

به که شود کم آبی یال های تعداد اگر م دهیم. تغییر را abuva دور یال های رنگ ابتدا صورت این غیر در کرد.

م شود ایجاد سه طول به آبی مسیری و م ماند ثابت آبی یال های تعداد صورت این غیر در رسیده ایم؛ خود هدف

کرد. کم را آبی یال های تعداد م توان م ی حالت طبق که (vacb)

م ی حالات از ی باشند، داشته آبی یال هم به u,v اگر باشیم. داشته ١ از بیش تر آبی درجه ی با u,v رأس دو •

مانند هم سایه دو کم دست کدام هر v و u صورت این غیر در م رسیم؛ خود هدف به که م آید پیش سوم یا

زوج طول به دور یال های رنگ تغییر با م تواند فرهاد هستند. وصل آن ها به آبی یال با که دارند va,vb و ua,ub

کند. کم را آبی یال های تعداد uuavavvbubu

به توجه با م کند. کم را آبی یال های تعداد دارد، وجود گراف در بالا حالت سه از ی کم دست که زمان تا فرهاد

وضعیت این در باشند. نداشته وجود گراف در بالا حالت سه که م رسیم وضعیت به بالأخره فرآیند، این بودن پایان پذیر

یال های تعداد صورت این در است). ٣ حداکثر نیز آن خود (که باشد ١ از بیش تر م تواند رأس ی حداکثر آبی درجه ی

■ م شود. اثبات م ح و شد خواهد n
٢ +١ حداکثر آبی
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